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EDITORIAL
Tahun 2009 Indonesia telah berhasil melaksanakan dua pesta demokrasi yakni
ilihan Umum Anggota Legislatif (mulai dari tingkat Pusat hingga tingkat Daerah) dan
ilihan Umum Presiden dan Wakil Presiden Republik Indonesia untuk periode 20O9-2014.
i hasit dari kedua pesta demokrasi tu, anggota legislatif terpilih telah dilantik dan sudah
bekerja sesuai dengan fungsi, tugas, dan tanggungjawabnya menurut undang-undang.
juga Presiden dan Wakil Presiden terpilih telah dilantik dan diambil sumpahnya di
Anggota Majelis Permusyawaratan Rakyat Republik lndonesia (MPR Rl). Sebagai
nsi pelantikan dan pengucapan sumpah tersebut, langkah pertama yang dilakukan
dan Wakil Presiden terpilih ialah menyusun anggota kabinet yang akan membantu
dan Wakil Presiden merealisasikan program-program kerja yang mensesejahterakan
lndonesia. Kabinet yang dibentuk oleh Presiden dan Wakil Presiden periode 2009-2014
'i nama Kabinet Indonesia Bersatu (KlB).
Presiden dan Wakil Presiden beserta pembantu-pembantunya (anggota KIB)
hadapi bgrbagai masalah besar bangsa seperti penyediaan lapangan kerja, pemerataan
nan yang dikaitkan dengan pemekaran wilayah Daerah Tingkat I dan ll, masalah
, benang kusut dunia pendidikan, ketersediaan pangan dan energi, masalah
an hidup dan bencana alam, kolusi, korupsi, dan nepotisme, ancaman terorisme,jsalah kedaulatan negara serta berbagai masalah sosial dan kemasyarakatan. Begitu rumit
kompleksnya persoalan bangsa seolah tidak ada lagi cara pemecahan masalah yang
mpuk di depan mata. Satu masalah belum selesaidipecahkan sudah muncul masalah lain.
Kita seringkali mendengar ungkapan yang mengatakan bahwa pembangunan sebuah
a memerlukan waktu yang lama dan sumber daya manusia yang memiliki karakter baik
visi yang jauh ke depan. Waktu yang lama (relatif) untuk membangun sebuah budaya
rnarnya dapat juga dipertanyakan. Dengan memanfaatkan kemajuan ilmu pengetahuan
teknologi yang ada sekarang ini, sebuah budaya dapat dibangun dalam waktu yang relatif
lronisnya, budaya yang terbangun akibat kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi
ada sekarang ini lebih cenderung ke arah budaya negatif karena kemajuan ilmu
tahuan dan teknologi tu tidak diimbangioleh pembangunan karakter bangsa.
Pembangunan karakter bangsa dapat dilakukan secara sistematis dan terstruktur lewat
formal dan non-formal. Pemerintah harus menyadari bahwa pendidikan formal
riknya memperhatikan unsur pembentukan karakter sehingga manusia-manusia terdidik
terpelajar memiliki karakter yang baik dan visi yang jauh ke depan. Karakter yang baik dan
yang jauh ke depan setidaknya dapat diharapkan mengurangi persoalan yang seharusnya
< terjadi seperti korupsi, kolusi, nepotisme, dan praktek-praktek sejenisnya yang justru
n oleh manusia terdidik dan terpelajar di negara ini. Anggaran pendidikan yang sudah
besar sebaiknya dapat digunakan untuk meningkatkan perhatian dunia pendidikan
lp pentingnya pembangunan karakter bangsa dalam dunia pendidikan. Pemerintah
hal ini Kementerian Pendidikan Nasional harus merespon porsi anggaran pendidikan
relatif besar sekarang ini dengan menyusun rencana strategis pembangunan karakter
lewat dunia pendidikan formal. Perlu diingat bahwa pembangunan karakter bangsa
terkait erat dengan cita-cita luhur Proklamasi Kemerdekaan Indonesia, etika, moral,
, dan ilmu-ilmu dasar. Pengetahuan dan pemahaman tentang cita-cita proklamasi
kaan, etika, moral, dan psikologi bukanlah barang baru dalam pendidikan yang
karakter bangsa (mengandung aspek afektif dan psikomotorik), tetapi ilmu-ilmu
asar baiangkali mengundang pertanyaan banyak pihak. llmu-ilmu dasar seperti biologi, kimia,
sika dan matematika sarat dengan aspek kognitif dan ilmu-ilmu dasar adalah fondasi dari
kemajuan teknologi sekarang ini dan masa depan. Oleh karena itu, dana publik seperti
pantas untuk digunakan dalam pendidikan yang membangun karakter bangsa sebab
Inya juga untuk kebaikan dan kesejahteraan bangsa dan negara di masa depan.
Selamat Tahun Baru 1 Januari 2010.
Yogyakarta, 4 Januari 2010
Asan Damanik
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INVARIAN GAUGE ABELIAN DAN NON.ABELIAN
SERTA IMPLIKASINYA TERHADAP HUKUM-HUKUM FISIKA
Asan Damanik
Jurusan Fisika Fakultas Sarns dan Teknologi , Universitas Sanata Dharma Yogyakarta
Kampus lll USD Paingan, Maguwoharjo, Sleman, Yogyakarta
E-mail : d. a san@lycos. com
physics. The application of the symmetry principle into the field which undergoes a
rotation in a phase space implies the exixtence of an Abelian gauge field
Meanwhile, the application of symmetry principle to the Dirac fteld as a doublet of
SU(2) group implies the existence of a non-Abelian gauge field with structure
constant safisfies the Lie group algebra.
{eywords 1 Prinsip simetri, gauge Abetian, gauge non-Abelian, turunan kovarian
i
1f Pendahuluan
j Dalam fisika teoretis aplikasi prinsip simetri (gauge, warna (color), translasi, rotasi,
n, paritas, waktu, dan sebagainya) pada berbagai transformasi menghasilkan berbagai
sekuensi. Konsekuensi-konsekuensi tersebut mempeduas pemahaman terhadap konsep-
sep fisika yang sudah ada sebelumnya dan bahkan sering mengharuskan adanya besaran
s dan hukum-hukum fisika baru jika prinsip simetri itu diberlakunan secara konsisten.
pemahaman yang lebih dalam dan fundamental dengan bantuan matematika dan
dapat memperluas dan bahkan merombak hukum-hukum fisika yang sudah ada
ngga membuka cakrawala baru dalam penelitian dan penerapan fisika.
ikasi prinsip simetri terhadap invariansi gauge non-Abelian banyak dijumpai dalam buku-
teks dan monograf tentang teori medan kuantum dan fisika partikel misalnya buku yang
is oleh Bai l in and Love (. . . . ) ,  Huang (1988),  Mandland Shaw (1984),  Peskin and Schroeder
(1995), Ryder (1988), dan Yang and Mills (1954). Dalam buku-buku teks dan monograf
tidak memberikan elaborasi terhadap rumus-rumus matematisnya yang sangat rumit
panjang sehingga sering menjadi hambatan dalam mempelajari dan memahami fisika
yang banyak mengaplikasikan prinsip simetri tersebut.
Dalam makalah ini akan ditinjau aplikasi prinsip simetri terhadap invariansi medan gauge
-Abelian (gauge lokal) dengan menggunakan konsep geometri berikut bukti-bukti
ya. Pembahasan kemudian dilanjutkan dengan meninjau kasus invariansi medan
non-Abelian untuk simetri yang lebih tinggi (simetri internal) yaitu simetri isospin yang
oleh dublet dari grup SU(2). Pada bagian terakhir dirumuskan suatu ringkasan dari
terhadap kasus-kasus yang ditinjau.
Geometri Invariansi Gauge
I Ditinjau medan Dirac bernilai kompleks ry(x) yang invarian tehadap transformasi:
i  vU) --> e'"( ' t , / t (x) (1)
dfngan a(x) suatu sudut fase rotasi bergantung x. Salah satu cara untuk mengetahui apakah
. ltrpnsformasi persamaan (1) invarian atau tidak adalah dengan melihat efek transformasi
tlrsebut pada Lagrangian: 
_t. .,  ^t =VVy '1 ,  -m)V  - , / t  i f  " 0 , ,V  - mr lV  e )
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Supstitusi persamaan (1) ke persamaan (2) menghasilkan:
i  L=e ia {x tTpr rou  -mp i " t , t ,
= e-i"(x)t//Uyu 6 upi"(xl, _ *"-ia(x)*ia(x),
= e i"r 'ty(- f , '(O raqxy)eia(x)yr t iy,eio(x)6 or)- rW
= wVr,(a o * ia oo6l)1, - mrrr v
Terfihat bahwa persamaan (3) tidak sama dengan persamaan (2) dengan adanya faktor:
i0,1,a(x) pada persamaan (3). Oleh sebab itu diperlukan suatu faktor yang dapat
mengkompensasi uku i6 ua(x) sehingga L invarian.
Dengan mendefinisikan suatu turunan kovarian:
D, = 6, + ieAu @)
dertgan e konstanta , dan Au medan gauge (medan vektor), persamaan (2) menjadi:
t  =,ttQy'D, - ^)v : , t tQr'(a 
" 
+ ieA,)- ,),
= ry iyP A 
,V - etyyt Arr/r - mrtrv
Jik4 persamaan (1) disubstitusikan kepersamaan (5) maka diperoleh:
(3)
t - "n@,t, Qr o D u - .p'"t,t, = e i"{,tyQ, o (a, * ieA,) - ^1,a,>,
= ry i y ts 0 uV + ry i y 
p A oa(x)ry - e ty y t A pt// - m V/ t//
= v\r"fa, + i@,o1x)+ eAul}v - ^ww
(5)
(6)
(7)
Terlihat dari persamaan (6) bahwa:
A, + e,  -La ro1x1
gauge lokal v$) -+ eid(x)vr\), invariansi Lagrangian dapat
menggunakan turunan kovarian: Du =0u+ieAu dengan
I
A , ,  - +  A , ,  - - 0 , , a ( x ) .
r r g '
Secara geometri, turunan ty(x) ke arah vektor satuan np(p:0,1,2,3) dinyatakan oleh
relaSi
nt'o 
,v(x)= '.,$: ftyg+ e n) - vU))
Terllhat bahwa y(x+en)-vr(x) mempunyai transformasi simetri yang berbeda dengan
perqamaan (1) sehingga harus diperkenalkan suatu faktor yang dapat mengkompensasi
per$edaan sudut fase dari suatu titik ke titik di dekatnya. Oleh karena itu diperkenalkan suatu
bes{ran skalar U(y,x) yang memenuhi transformasi
U(y,x) -+ eia(Y)lJ(y,x)e-i"( ') .
J ika i  jarak p isah antara dua t i t ik  sama dengan not ,  maka U(y,x)=U(y,y)=U(x,x)=1.
Trarfsformasi gauge lokal pada pers. (1) hanya merupakan transformasi gauge lokal akibat
suafu sudut fase yang bergantung pada koordinat, sehingga U(y,x) dapat dituliskan menjadi
Jadl pada transformasi
dip{rtahankan dengan
U(Y'x)  -  e ic(Y 'x)  '
Denpan demikian wU) dan u(y,x)ry(x)mengikuti hukum transformasi yang
pers[maan (8) dapat dituliskan menjadi
noDov(x)=r . ,$ :  ly (x+ e n)-u(x+ e n,x)yg) \ .
Ekspansi U(y,x)=siQU'x') diantara t i t ik y dan x menghasilkan
u(y,x)-u(y," l l .  -#l (y-,)*++l (y -r) '* .  ,' ^  dy l ,  -  2 t  Ay '  1 , . '
(B)
(e)
(10 )
sama sehingga
( 1  1 )
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dengan
sehingga
U(x ,x r i4
dx
(v - r) '  * . . .
aul
ail,
,  ^ulU(y,x) -  U(y,*\ ,*  Cl,
: " '^r' ' ,( ,a|\ l -( ayl|,
(v-*)*;#1,
(12)
(13 )
(15 )
(15 )
( 1 6 )
= !+t+ i u(:, iff u - x) * ) i u(x", )l# ., #1, - x)' +
= 1 . ad , t  . l  a'6 * igi l f tr_ x), +...+ t  
* \Y  
-  , ) *  A , la r .  Ox .  ) .
Jika digunakan y = x+ e n, maka:
u(x+ e n,x) = t + i ffk,. +,1#., #)n n), *...
=  1 -  i e  e  n ,  A r ( x ) *  O ( e ' )
dengan e suatu konstanta, dan n$ Oigant ioleh: -enpAr(x).  Koef is ien pergeseran e nr' 0 x
merupakan suatu medan vektor baru Ar(x). Medan vektor yang muncul sebagai limit
infinitesimal dari suatu komparator transformasi simetri lokal tersebut dikenal sebagai koneksi
(qonnectionl.
Substitusi persamaan (12)ke dalam persamaan (11) menghasilkan:
n'D,vU):  l int l  f ty(x+ e n)- lJ(x+ e n,x)y$) j
e+0 
€
1 t  /
= 
liq; lylx+ . n) - (1 - ie e ne Au(xl)rtrll
= 
! ! l :  V(r* .  n)-v$)+ ie e ntA,(x)v@l
: t im 1 fty(x+ e n) - y(x)\ + ien! A "(x)y(x)
.-g 
€
npA lvV l
Mengingat persamaan (B), dari persamaan (13) akhirnya diperoleh relasi
D , v 8 ) = \ a o + i e A , ( x ) l v $ )  ( 1 4 )
Dari persamaan (14) terlihat jelas bahwa turunan kovarian: Dp =0p+ieA, yang identik
dengan persamaan (4). Substitusi persamaan (1) ke persamaan (13) menghasilkan:
D ovT) = b u * iee rl)\r$) = si a(x1 {p, + i(a r',1x7 + eA og))ly g)
Jika invarian gauge, maka suku yang mengandung: Aoa$)+eAu$) pada persamaan
haruslah sama dengan eAu$) sehingga transformasi medan gauge Au$) haruslah:
AoU) > AttU) - lu 
,o(*)
yang identik dengan persamaan (7).
Definisi turunan kovarian dan hukum transformasi untuk koneksi Ar(x) didasarkan pada
postulat simetri rotasi fase lokal. Eksistensi medan vektorAr(x)adalah sebagai konsekuensi
dari simetrifase lokal. Tanpa postulat simetrifase lokaldan hukum transformasi A,,(x), maka
Lagrangian yang memuat turunan terhadap ty(x) tidak invarian gauge.
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Selanjutnya ditinjau Lagrangian dengan tenaga kinetik memuat medan vektor Ap(x).
Untuk mereal isasikannya, persamaan (12) diekspansikan ke dalam e .  Dengan menggunakan
asumsibahwa U(y,x) suatu fase murnidan kondisi :  (UU,y))* =U(y,x),  maka:
IJ(x+ e n, x) = 1- ie e nP A,,(x) *  OG' )
=  f  -  i e  e  n t '  A r ( x+  ;n )  +  O(e3 )
= ""p(- ie e nt Ar(x + =rn)* OG, )
Agar lebih jelas, ekspansi U(y,x) dikaitkan dengan arah fase sepanjang suatu
yang kecil dalam ruang-waktu, misalnya dengan meninjau suatu bidang/daerah
sebagaimana dinyatakan oleh vektor satuan i aan2 (Gambar 1).
Gambar 1. Konstruksikuat medan dibidang (1,2)
Didefinisikan U(x) sebagai hasilkali empat buah komparator (pembanding) di setiap titik empatpersegi (loop) pada Gambar 1 sebagai berikut:
t J (x )=  u(x ,x+ .21u1x+.2 ,x* . i+ .2yu1x+.  i+ .  2 ,x* . i1u1x+. i ,  xy  (18)
Dengan menggunakan persamaan \'lT):
IJ(x,x+. 2y = ""pf ie .  I  A,(x + * l ]* oG. )
+ Ar (x+  . i * ;2y+ A. , (x* ; i y ) *  oG. ) )
Lt(x+ e),x* . i*  .2y = ""p(- r .  {-  A,(x + 5t* .211*oG. )
u(x+ ei* .  2,x* . i ;  -  u*pf ie .  {nr6+ . i  *  i2y}* oG.)
IJ(x+ ei,x1= expf ie . le,$*; iy)* oG.)
sehingga persamaan (18) menjadi:
u(x) = expf ie . (-,ar1" * ii)- A,,(x + 7i+ e 2y
Jika persamaan (18),diekspansikan ke dalam
IJ(x) = 1 - ie e F nr7 + =r2) - A.,(x + ii.
e , maka diperoleh:
) \ ) (  +l - A . , ( + i 1 + e 2 )
Ar(x+ . t  *  ; )y  + A, , (x  + i i )  +oG'  )* . . . . .
= 1 - ie e' \a,Ar1x'1_    o rAr(x)\+ o(et )
Jadi:
U(x)=1- ie e2 la. ,nrgy- arA,e) |*  oG. )  tzol
Dari persamaan (19) dapat didefinisan suatu besaran fisis baru dengan struktur:
Fr ,  =  0  oA,  *  A ,At , ;  p ,v  =  O, ' i ' ,  2 ,3 ,  4  (21)
yang bersifat invarian terhadap transformasi fase lokal. Besaran Fru dikenal sebagai tensor
medan elektromagnetik. Jadi dengan meninjau geometri ruang-waktu dapat diperoleh tensor
medan elektromagnetik Frr. Besaran Frrtentu saja invarian terhadap transformasi
(17)
daerah persegi
di  bidang ( '1,2)
(1e)
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Ap - A, -!0ra (persamaan (15)). Sebagai bukti invariansi Fprwalaupun medan gauge
A/. t$) mengalami perubahan menjadi Ap(x) -  [a r"g1 adalah sebagai ber ikut:
F,,,  = 0,,(e, -+a,")_  a,(1, _   ta,o)
' l
- 0,,A, - o,Ao - t ]a,,(a,o1 - a,la ra)l
t--_____tr-*J
: 6 r , 4 , _ 0 , A ,
Sembarang fungsi yang bergantung pada Ar(dalam fisika dinyatakan oleh fungsi
Lagrangian yang merupakan representasi suatu sistem fisis yang ditinjau), hanyalah melalui
tensor medan tensor elektromagnelik Fu, dan turunannya yang memenuhi invariansi gauge
lokal. Fungsi-fungsi yang lebih umum seperti ArA, (yang dikenal sebagai suku massa) jika
medan gauge bertransformasi seperti pada persamaan (16), maka dihasilkan sebuah suku
yang tidak dapat dikompensasi. Dengan demikian bentuk AoAo tidak dibolehkan ada dalam
Lagrangian karena melanggar prinsip invariansi gauge lokal.
Bukti:
Jika Ao diganti menjadi A,, --> A, - f,O ua, maka:
I VAoAu - \au  - *uoo l rnu  * Iaor )
/ .  \  / -  \  ,  /  r /  \
= ApAP -$a o"1et  -  Ar$aP a )+ \ \a , ,a l ,ap a)
. 0 , | \'l , v .. r
= ApAp _ If,a ,"bo + eo\at'a)l+ !\a ,"\a, o)
Jaditerbukti AuAt' tidak invarian terhadap transformasi gauge lokal pada persamaan (16).
Argumentasi lain yang terkait dengan invariansi Frrdapat dibuat dengan menggunakan
turunan kovarian. Telah diketahui, jika suatu medan mempunyai hukum transformasi lokal
seperti pada persamaan (1), maka turunan kovariannya juga mempunyai hukum transformasi
yang sama. Jadi turunan kovarian kedua V juga bertransformasi seperti persamaan (1).
Berdasarkan argumen tersebut dapat dibentuk komutator untuk turunan kovarian:
lo * on]v {x) -r ri "(x)fD * oufv 8) .
Komutator: l, ,,r" J dapat ditentukan sebagai berikut:
L D , , D , ] w $ )  =  ( D , D ,  -  D , D  u ) v 6 )
= (a,  + ieA r \a ,  *  ieA,) -  (a ,  + ieA, \0,  *  ieA,) \ye)
=  ( a  r o ,  -  o , o  o b t r l  +  i e ( a  o A u  *  A , 0 ,  -  0 , A o  -  A o o , , ) y ( x )
- " ' @ o A ,  -  A , A o ) v U l
= lu, ,  a,b $)+ re (a, ,  A, l -  fo , ,  o,h t  "  I  -  " '  l l , ,  a , lw U )
= , " ( a  n A u  -  a , A r ) v U \
sehingga komutator lO*O,l dapat dituliskan menjadi:
loo,D,f: ieFu, e3)
Sebagai kesimpulan dapat dinyatakan bahwa dengan mempostulatkan medan elektron
mengikuti hukum transformasi simetri lokal persamaan (1), eksistensi potensial vektor
elektromagnetik A menjadi suatu keharusan. Potensial vektor elektromagnetik yang
(22)
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merupakan komponen ruang dari medan At, = (A0,-A) = @,- Ar,-Ay,-Ar) , dan konstanta e
pada persamaan (4) dikenal sebagai muatan elementer (muatan elektron).
3. Lagrangian Yang-Mills
Ditinjau medan fermion, yang sering disebut juga medan Dirac yang merupakan dublet
darigrup SU(2),  yai tu:
(  u t . ( x \ \
'= l r , td (24)
yang bertransformasi melalui rotasi dalam ruang tiga dimensi abstrak sebagai spinor
berkomponen dua:
,y --> explo" o" lzly (25)
dengan o" (a=1,23) adalah matr iks sigma Paul i  dan o" (u=1,23) suatu parameter.
Persamaan (24) dibuat menjadi simetri lokal yang Lagrangiannya invarian terhadap
transformasi persamaan (1),  tetapi dengan membuat qu =a"(x).  Ki ta tul iskan transformasi
tersebut sebagai:
ry -+ V(x)ry, dengan V(x) : expQa" g)o" f Z) (26)
Dari persamaan (25) terlihat ada 3 gerak simetri ortogonal yang satu dengan yang lain tidak
saf ing berkomutasi ,  yakni cukup di t in jau si fat  matr iks sigma Paul i :  [ou,ob)=zi""b"o" yang
tidak komutatif. Teori medan yang terkait dengan simetri lokal yang tidak komutatif disebut feori
gauge non-Abelian.
Untuk membentuk Lagrangian yang invarian terhadap transformasi grup gauge non-Abelian,
kita harus mendefinisikan kembali turunan kovarian. Digunakan definisi pada persamaan (B),
tetapi karena r/ mempunyai dua komponen (seperti pada persamaan (24)), maka komparator
U(y,x) haruslah matr iks 2x2. Hukum transformasi untuk U(y,x) menjadi:
U(y,x) -->V(y)U(y,x)V.(x) (27)
dengan V(x) seperti pada persamaan (26). Pada titik x + y kita dapat membuat IJ(y,x)
menjadi matfiks uniter. Di sekitar U = | , matriks tersebut dapat diekspansikan dalam bentuk
generator Hermitian SU(2). Jadi, jarak pisah infinitesimal (seperti yang dilakukan pada
perumusan sebelumnya, persamaan (12)) dapat dituliskan:
tJ(x+ e n,x)  = 1+ ig e , 'O",  
++ 
O(e2 ) (28)
(2e)
dengan g adalah suatu konstanta. Dengan memasukkan persamaan (28) ke dalam persamaan(1 1) diperoleh:
nuD, ,V(x)= l in !1 f ty(x+ e n)- lJ(x+ e n,x)y(x) \
€ + U  e
1 .  .  n 2
= f im- ly(x+ e n) - vr\) l- ignq Ai,:-vU)
.  ' o €  Z
n l a l V
_ a
- nP d,y(xo - ignq Ai ?v8)z
= n,(u,, - isAi,U)ru,
Dengan demikian dihasilkan turunan kovarian:
D , = d u  - i g A i , *c " t , 2
=,*i{r , '+ e n) -( , .  r  e ne Ai |  + oG",)r, ' , }
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Untuk memperoleh hukum transformasi koneksi A!, persamaan (29) dimasukkan ke
persamaan (28),  yakni:
U(x+ e  n ,x )  -+V(x+ e  n)U(x+ e  n ,x )V.  (x )
=v(x+ 
. n, ry(t + is e n,' Ai*lu.,r, (30)
\  z )
Untuk menyederhanakan persamaan (30), ekspansi V(x+ e n) dilakukan dengan
menggunakan identitas berikut:
V(x+ e n)V. (x):  [h* .  npO o + O1. '1] t1x1]t .1xy
= 1+ e n, \a ,vg)v -  (x) + o(e2 )
dengan menggunakan:
/ \
u rly$)v.1x1l=@ rv1x)lz.(*) +v(x)a ttv+ (x)
I - l
\ 1 1
o = (arv1x1)y*(x) +vg)a /y+ (x)
=(a ovgy)v*(x) = -vg)a tv+ (x)
maka: 
vg+ e n)v*1xy = (r+ e npo,+ o(e2 l!tr)|, tr l
= 1+ e n,v[x{- a 
,v: 1x1)+ o1.'1 
(31)
Jadi dengan substitusi persamaan (31) ke persamaan (30) diperoleh:
U(x+ e n,x) *>V(x+ e n)U(x+ e n,x)V* (x)
| + is e nu A7,+ - vg+ e n,x)Y+ g)v(x)1,.,n e p Afl*lu',",
-l-\ z )
=v(x+ 
. n,x)v* g{vg)+ is ev(x)np Ai 
* lu. t ' ,|  ' )
t t ' ' l - a )
= t* . npvg)l- arv. @)) | + ig ev(x)np Afl*u.trl I' \ z )
l ^ a ; l
= r + is e nev (x)lAi, ?. - a, lv+ $)
Jadi diperoleh hukum transformasi:
oi+ - vu{eit . ;u,)u,," ,  (32)
Untuk transformasi infinitesimal, bentuk V(x)="*p(,'o"1r1o"fZ) aapat diekspansikan, yaitu:
|  ,  \  - a
v(x)=exp( ia ' (x)o"12)= l+ iau i+. . . ,  dan j ika d iambi l  sampai  orde per tama saja,  maka
persamaan (32) dapat dituliskan menjadi:
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o",+ - ['. ,".u)l^,+.;',)(,-,""u)
I^, i * ; u, *(,". i)(^,+J][, -, "" +)
_ oi,+*;u, * i(*"u)(^ru)
-,(o, +)("" +)u u,("" +),,(," +)(^, +)(". +)
= ai, z,{ * 1 1a,o" ) + .,(("" +)(^x +)-(^, t)("" +)l* ;u,
.(""+)(^,+)(""+)
sehingga hukum transfoimasi untuk O?, + dapat ditutiskan:
z
Ai+ --> A",91n!p,o")** i l*"  { ,n2+].  (33)" 2  u 2  g \ F ' 2  L  2 ' ' 2 1
Suku ke tiga ruas kanan persamaan (33) merupakan suku yang baru berkaitan dengan sifat
transformasi lokal yang tidak komutatif. Kombinasi relasi pada persamaan (33) dengan
transformasi medan fermion: ,/ -\t+ iou o" fz)y menghasilkan:
(  ^ a  a  |  "  b l \ /  _ c \D,y -+ | a,, - isai | - i{a,o" )T. ol"" i,ni, T))1, * i," l)vr ,  z  I  z  ' 2 ) ) \  2 I  ( 3 4 )/  - \
= [  1 *  i o "  l l o , , ,
\  2 ) " '
Jadi, dengan menggunakan turunan kovarian, kita dapat membentuk Lagrangian invarian
gauge yang lebih umum untuk medan fermion y . Untuk menuliskan Lagrangian yang lengkap
harus juga ditemukan suku invarian gauge yang bergantung pada ,afl. Untuk maksud itu, kita
bentuk tensor yang analog dengan tensor medan elektromagnetik.
Analog dengan persamaan (21),kita dapat menuliskan hukum transformasiturunan kovarian
sebagai berikut:
lo,, qlv{4 -v 1x\o,, qltylx'1 . (35)
Bentuk Loo,o,l pada persamaan (35) bukanlah operator diferensial tetapi merupakan suatu
faktor perkalian (bentuk matriks) yang bekerja pada y. Bentuk dari lDu,o,J secara eksplisit
dapat diturunkan sebagai berikut:
= Ai + * ! 1a,, o " ) + . il* " f, , n x +1. t u, *(" " +)(^, +)(" " +)
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D u, D,lru) = l, oo, - D,D t V$)
{[,"- sAn+)(d,- gA!+) lu.- oas+)p,- sA?,i)1,u,
={l u,, - isAfl 
*)r, -( u, - En1 *),sng *t \  - )  \  " )  "
-(u. -,not 
+),,.[r" - n^e *)noz,],t,t
={uru, - isA?,f u, - igarA! 
*-n'oi,*"1*
a,o, + ion! ! a, + iso,Afl *. n' o, * ^n t\rU,
= -'{(,,^t t - u. ofl +l'(oi t ^t * - ^, * ^n *)1,u,
=,g{u,n3 
* 
-u,of, ! -,nl oi *, ol*l}',,.,
t  "  '  L  '  ' J )
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Ea o-
' p ,  
z
_a
"  
v(x \2 "= _igFi,
yang mengimplikasikan:
dengan:
(36)
(37)
(38)
(3e)
(40)
o l
,^t+)
lo,,o,l- -isF;, +
n" '1-,ol o: g1*=a,n :?-u ,o ' , t ,  _1  ,  2
t r  ^  e l
l o "  o o  |  ,  " 0 " 6 "l _ . _ l = t t "
1 2 ' 2 )  -  z '
F;,
Jika dituliskan:
maka diperoleh:
F;, = a t A3 - a,Ai, + ge"o" AorAi
Hukum transformasi untuk kuat medan sesuai dengan persamaan (26) dan (35) adalah:
lo,, o, ly 1x]11r -+ v g)lD u, D, lv U)
[  ^ ' )
- igFi,.iw(x) -+ v(x{- igri,? )v(*)
dengan menyisipkan V+(x\V(x) (sebab v*1x1v1x;- l )diantara "ur,u i -  igr i , {)  dan y(x)2 )
pada persamaan (40) diperoleh:
^ a  (  - a \
- isFi,ivUl-+ v(xl - isFi, 
, lr' (x)Yg)vg) .
t//(x)
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Jadi :
Bentuk inflnitesimal persamaan (41) dapat diperoleh dengan mengekspansikan V(x) dan
dalam ou, dengan mengambil  sampaiorde pertama saja diperoleh:
,;,+-+vu{r;.t)wut
* i*" I rf, + - iFi, + aa * * o" * ri, + "" +
,1,."*,ri,+l
L  -  ' )
,=i.+ - [,. ,".*)(rn.+)(,-,."+)'  z  \  , 1 ,  z ) \  2 )
-( ri, t 1 io" 
*ri,+l[' -,." +)l ' "  2  -  - / \  - )
.  f ,  ^ r 2  l
r  = - l tJ  I  r "  t ] -  l=  - l ( r ,  f
2 l \ " 2 ) )  4 \ p v '
sebagai suku tenaga kinetik yang invarian gauge untuk Ai.
in i :
)(r:" r). * ri.)
)\r,i, + iFj, - F;, )
r d u
^ 6 o
_  E d  
"
l tv t
Jadi diperoleh transformasi:
F;,+ . F,i,+*1,*"{,r:,+l gz)F /  2  t '   v  2  L  2 '  , '    2 )
. 
Dari persamaan (42) terlihat bahwa kuat medan tidak lagi merupakan suatu besaran yanginvarian gauge, karena setiap medan mempunyai tiga jenis kuat medan yang berkaitan dengan
suatu arah rotasi dalam ruang abstrak, yaitu kombinasi yang dihasilkan iuku terakhir ruaskanan persamaah 1+2;. Tetapi, kombinaii kuat medan ying'invaria n gauge dapat dibentuk,
misalnya dengan menuliskan:
(43)
Sebagai bukti dijabarkan berikut
0 ) )
t l
- 1 ) l (43a)
(43b)
u 
= )t;,o' + F|,o' + Fj,o')
= 
*(,;.(i l).,;.(? -J).';[l
1( F:, r), - ir j"\
= 
2l F,r,, + iF,?, - F,1, )
+)' -(',.T).(',:,t)
1(F;" F,)" - iF,l,
= 7lrl, + irj, - F:,,
1 ( (r,:.)' *F,?)" * F :, )'=  
4 [  o
F "
(,t"
o l
F;.)' * (r:.)' * (r,?. )' )
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(  a \ '
sehingga suku tenaga kinet ik adalah: trace lr i ,* l  =l( t i " f  .  l "Oi persamaan (43)2 )  2
terbukti. Kuadrat dari kuat medan non-Abelian tersebut (misalnya digunakan persamaan (39))
akan dihasi lkan:
F u* F ;, = (a, n^ * a' At' + g e "0" Ath A* h r,q: - a, Ai + g ""0" n'ra"u)
= (a, a*\a ,ei)-(a' n*y, ,Ai)* sr"o"na e* la uei)
- (a, n^\a, nX) * @' a*\a, AX) - (s, uo" A@ A*h, oi,)
Jadi Lagrangian pada persamaan (42) mengqndung suku-suku Afl berpangkat tiga dan empat.
Lagrangian tersebut sebagai suatu teori medan interaksi dikenal sebagai teoriYang-Mills. Teori
Yang-Mills tersebut merupakan contoh sederhana teori gauge non-Abelian.
Untuk membentuk teori medan vektor Yang-Mills yang berinteraksi dengan medan
fermion, kita hanya menambahkan suku Lagrangian Dirac, sehingga menjadi:
*(au e*\g""" a1ni)-(a" A*\gu"'" nie)+(g""o"A@ An\g""'" ein;)
t =-|(r;,Y *wQr"D,V -mvv
= -)lr;.f . r(,r'{u, - '^r+})v - m' ,'v
yang dikenal sebagai Lagrangian Yang-Mills, dengan m adalah massa fermion. Persamaan
gera1 teori gauge tersebut dapat diperoleh dengan memvariasi Lagrangian tersebut
'(persamaan (44)) sebagai berikut:
(45)
(a3c)
(44)
^ A L A Lo' aF;")=1
Nilaidar i  a, ,  ,  dL ,  d^n 
0L 
adalah sebagai ber ikut:
" a\a oafl) aa|,
:h= -gwr, +'- g'"b" nflel '
aL a [  '    (  |  -u] \ l
;6n ;il^1..7J1- i' i'' o* *'/'lir o la u - ioefl "lY - m' r v
=-! ?' i '  ,Ft ' ,a -!rg,. ,  
' , 'o* 
,4 a\a pA?') 4 '" a\a uafl)
__Fpn + u,;ch=_apFpn
^u aL aL" ;il*)= ,^fl'
oP Fi, + ge"b" Ab' Ff,, = -gryy' 
+r,
dengan g suatu konstanta (konstanta kopling yang menunjukkan kuat interaksi) serta
,t,y'  
*v ='/ 'YPtuv - 1ua ,
L
dengan t" = ou l2 dan ipa didefisikan sebagai arus simetri global medan fermion.
sehingga:
yang akhirnya menghasilkan:
(46)
(47)
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4. Penutup
Telah dilakukan elaborasiterhadap medan fermion (medan Dirac) bernilai kompteks yangharus memenuhi invariansi gauge pada transformasi gauge lokal. Sebagai konsekuensinya
turunan d, harus digant i  dengan turunan kovarian Dr,+ar+ieA1,.  Keharusan adanya medan
gauge A, sebagai konsekuensi logis dari postulat berlakunya simetri rotasi fase. Juga telah
dijabarkan tensor kuat medan elektromagnetik Fu, dengan menggunakan konsep geometri
dan invariansi  Lagrangian.
Dengan memberla.kukan i variansi Lagrangian untuk medan Dirac yang merupakan dubletdari grup SU(2) dihasilkan suatu tensor- medan yang mirip o'"ng""n tensor medan
elektromagnetik, yaitu Ff, berstfattidak komutatif (non-Abelian) yang ditandai oleh keberadaan
faktor f aDc yang merupakan tetapan struktur aliabar Lie untuk komutasi generator (basis) grup
Lie' Bentuk interaksi dalam teori non-Abelian ditentukan oleh adanya keharusan bahwa sebuahteori harus didasarkan pada prinsip simetri dan gauge lokal harus invarian terhadaptransformasi-transformasi yang dilakukan.
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